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Summary	WI1401LR:	Calculus	I	
 

Bram	Peerlings	–	B.Peerlings@student.tudelft.nl	–	January	12th,	2010	
Based	on	Calculus	6e	(James	Stewart)	&	Lecture	notes	

Chapter	12:	Vectors	and	the	geometry	of	space	

§12.1:	Three‐dimensional	coordinate	systems	(p.	765)	
Distances between two points (Distance formula in three dimensions): 

  | ଵܲ ଶܲ| ൌ ඥሺݔଶ െ ଵሻଶݔ  ሺݕଶ െ ଵሻଶݕ  ሺݖଶ െ  ଵሻଶݖ

Equation of sphere: 

  ሺݔ െ ݄ሻଶ  ሺݕ െ ݇ሻଶ  ሺݖ െ ݈ሻଶ ൌ  ଶݎ
    with center ܥሺ݄, ݇, ݈ሻ and radius ݎ. 

§12.2:	Vectors	(p.	770)	
Notation: 

Vectors are denoted by bold print or an arrow or bar above  the sign. Vectors have both a 

magnitude and a direction. 

Scalars are denoted with (normal print) letters. Scalars only have a magnitude. 

Vector / scalar properties: 

  See: page 774. 

Vector addition / substraction: 

  By using Triangle or Parallelogram Law (kop‐aan‐staart / paralellogramregel). 

  ܉  ܊ ൌ 〈ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ〉  〈ܾଵ, ܾଶ, ܾଷ〉 ൌ 〈ܽଵ  ܾଵ, ܽଶ  ܾଶ, ܽଷ  ܾଷ〉 
  ܉ െ ܊ ൌ 〈ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ〉 െ 〈ܾଵ, ܾଶ, ܾଷ〉 ൌ 〈ܽଵ െ ܾଵ, ܽଶ െ ܾଶ, ܽଷ െ ܾଷ〉 

Scalar multiplication: 

Vector is multiplied by a scalar (which only has magnitude), resulting in a new vector with a 

different magnitude but equal direction. 

  ࢇܿ ൌ ܿ〈ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ〉 ൌ 〈ܿ ∙ ܽଵ, ܿ ∙ ܽଶ, ܿ ∙ ܽଷ〉 ൌ 〈ܿܽଵ, ܿܽଶ, ܿܽଷ〉 

Vector between given points: 

  ࢇ ൌ ଶݔ〉 െ ,ଵݔ ଶݕ െ ,ଵݕ ଶݖ െ  〈ଵݖ
Note  the  similarity  between  Distance  formula  in  three  dimensions,  this  formula  and  the 

formula to calculate the magnitude of a 3D‐vector (below). 

Length of vector: 

  Via Pythagoras: |ࢇ| ൌ ඥܽଵ
ଶ  ܽଶ

ଶ  ܽଷ
ଶ 

Unit vectors / standard basic vectors: 

  Unit vectors have unit length, so |࢛| ൌ 1. 
  Three standards basic vectors: 

    ଙ̂ ൌ 〈1,0,0〉, on x‐axis 
    ଚ̂ ൌ 〈0,1,0〉, on y‐axis 

     ൌ 〈0,0,1〉, on z‐axis 

  Find unit vector of a given vector ࢇ with the same direction: divide all terms (ଙ̂,  ଔ̂,	) by |ࢇ|.  
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§12.3:	The	Dot	Product	(p.	779)	
Dot product: 

  Properties, see: page 779 

  ࢇ ∙ ࢈ ൌ ܽଵܾଵ  ܽଶܾଶ  ܽଷܾଷ (= value/number) 

Angle between (non‐zero) vectors: 

  ߠݏܿ ൌ
࢈∙ࢇ

|࢈||ࢇ|
 

Thus, if ࢇ ∙ ࢈ ൌ , the vectors are orthogonal, since then ܿߠݏ ൌ


|࢈||ࢇ|
, which gives ܿߠݏ ൌ 0, 

which gives ߠ ൌ
ଵ

ଶ
ߨ ൌ 90°	. 

Direction angles and direction cosines: 

Direction angles   are ߛ ,ߚ ,ߙ  the angles of a vector between  the positive x‐, y‐ and  z‐axis. 
Direction cosines are the cosines of those angles. 

ߙݏܿ ൌ
భ
|ࢇ|
ߚݏܿ , ൌ

మ
|ࢇ|
ߛݏܿ , ൌ

య
|ࢇ|
, or 

ଵ

|ࢇ|
ࢇ ൌ 〈cos ߙ , ,ߚݏܿ  〈ߛݏܿ

Projections: 

Definition / graphical representation, see: page 782/783bpb 

Scalar projection of ࢈ onto ࢈ࢇ݉ܿ :ࢇ ൌ
࢈∙ࢇ

|ࢇ|
	 

Vector projection of ࢈ onto ࢈ࢇ݆ݎ :ࢇ ൌ ቀ
࢈∙ࢇ

|ࢇ|
ቁ
ࢇ

|ࢇ|
ൌ

࢈∙ࢇ

మ|ࢇ|
 	ࢇ

Note: vector projection is scalar projection multiplied by unit vector in the direction of ࢇ. 

§12.4:	The	Cross	Product	(p.	786)	
Cross product:   

Properties, see: page 790 

  ࢇ ൈ ࢈ ൌ ቮ
ଙ̂ ଚ̂ 
ܽଵ ܽଶ ܽଷ
ܾଵ ܾଶ ܾଷ

ቮ ൌ ଙ̂ ቚ
ܽଶ ܽଷ
ܾଶ ܾଷ

ቚ െ ଚ̂ ቚ
ܽଵ ܽଷ
ܾଵ ܾଷ

ቚ   ቚ
ܽଵ ܽଶ
ܾଵ ܾଶ

ቚ ൌ 

    ሺܽଶܾଷ െ ܽଷܾଶሻଙ̂ െ ሺܽଵܾଷ െ ܽଷܾଵሻଚ̂  ሺܽଵܾଶ െ ܽଶܾଵሻ	(= vector) 

Angle between ࢇ and ࢈ (with 0  ߠ   :(ߨ
  ࢇ| ൈ |࢈ ൌ  ߠ݊݅ݏ	|࢈||ࢇ|

Thus, if ࢇ ൈ ࢈ ൌ ߠ݊݅ݏ are parallel, as then ࢈ and ࢇ ,0 ൌ 0, which gives ߠ ൌ 0 or ߠ ൌ  .ߨ

ࢇ| ൈ  |࢈ gives  the  area of  the parallelogram between ࢇ  and ࢈.  |ܽ ∙ ࢈ ൈ  |ࢉ (a  scalar  triple product) 
gives the volume of the parallelepiped between ࢈ and ࢉ that has height ܽ. 
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Chapter	1:	Functions	and	models	

§1.6:	Inverse	trigonometric	functions	(p.	67)	
Inverse sine: 

  ݂ିଵሺݔሻ ൌ ݕ ⇔ ݂ሺݕሻ ൌ gives sinିଵ ݔ ݔ ൌ ݕ ⇔ sin ݕ ൌ and െ ݔ
గ

ଶ
 ݔ 

గ

ଶ
. 

Inverse cosine: 

  ݂ିଵሺݔሻ ൌ ݕ ⇔ ݂ሺݕሻ ൌ gives cosିଵ ݔ ݔ ൌ ݕ ⇔ cos ݕ ൌ and 0 ݔ  ݔ   .ߨ

Inverse tangent: 

  ݂ିଵሺݔሻ ൌ ݕ ⇔ ݂ሺݕሻ ൌ gives tanିଵ ݔ ݔ ൌ ݕ ⇔ tan ݕ ൌ and െ ݔ
గ

ଶ
 ݔ 

గ

ଶ
. 

Chapter	3:	Differentiation	rules	

§3.4:	The	Chain	Rule	(p.	197)	
Chain rule: 

  ሻݔᇱሺܨ ൌ ݂ᇱ൫݃ሺݔሻ൯ ∙ ݃′ሺݔሻ 

 
ௗ௬

ௗ௫
ൌ

ௗ௬

ௗ௨

ௗ௨

ௗ௫
 

  Proving the chain rule, see: page (202 and) 203. 

§3.5:	Implicit	differentiation	(p.	207)	
Definition: 

Implicit differentiation consists of differentiation both sides of the equation with respect to ݔ 
and then solving the resulting equation for ݕ′. 

Derivatives of inverse trigonometric functions: 

 
ௗ

ௗ௫
ሺsinିଵ ሻݔ ൌ

ଵ

√ଵି௫మ
 

 
ௗ

ௗ௫
ሺcosିଵ ሻݔ ൌ െ

ଵ

√ଵି௫మ
 

 
ௗ

ௗ௫
ሺtanିଵ ሻݔ ൌ

ଵ

ଵା௫మ
 

§3.10:	Linear	approximation	and	differentials	(p.	247)	
Linear approximation / Tangent line approximation: 

  ݂ሺݔሻ ൎ ݂ሺܽሻ  ݂′ሺܽሻሺݔ െ ܽሻ 

Linearization 

  Linear function whose graph is the tangent line 

  ሻݔሺܮ ൌ ݂ሺܽሻ  ݂′ሺܽሻሺݔ െ ܽሻ 
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Chapter	4:	Applications	of	differentiation	

§4.2:	The	Mean	Value	Theorem	(p.	280)	
Mean value theorem: 

If  ݂  is  continuous  on  ሾܽ, ܾሿ  and  differentiable  on  〈ܽ, ܾ〉,  then  ݂ᇱሺܿሻ ൌ
ሺሻିሺሻ

ି
  (or 

݂ሺܾሻ െ ݂ሺܽሻ ൌ ݂ሺ′ܿሻሺܾ െ ܽሻ. 

Chapter	5:	Integrals	

§5.2:	The	definite	integral	(p.	366)	
Comparison properties of the integral: 

  If ݂ሺݔሻ  0 for ܽ  ݔ  ܾ, then  ݂ሺݔሻ݀ݔ

  0. 

  If ݂ሺݔሻ  ݃ሺݔሻ for ܽ  ݔ  ܾ, then  ݂ሺݔሻ݀ݔ

   ݃ሺݔሻ݀ݔ


 . 

  If ݉  ݂ሺݔሻ  ܽ for ܯ  ݔ  ܾ, then ݉ሺܾ െ ܽሻ   ݂ሺݔሻ݀ݔ

  ሺܾܯ െ ܽሻ. 

§5.3:	The	Fundamental	Theorem	of	Calculus	(p.	379)	
Part I (FTC1): 

If ݂ is continuous on ሾܽ, ܾሿ, then ݃ሺݔሻ ൌ  ݂ሺݐሻ݀ݐ
௫
  for ܽ  ݔ  ܾ is continuous on ሾܽ, ܾሿ and 

differentiable on 〈ܽ, ܾ〉, and holds ݃ᇱሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ. 

Part II (FTC2): 

  If ݂ continuous on ሾܽ, ܾሿ, then  ݂ሺݔሻ݀ݔ

 ൌ ሺܾሻܨ െ ᇱܨ ሺܽሻ, whereܨ ൌ ݂. 

§5.5:	The	substitution	rule	(p.	400)	
The substitution rule: 

If ݑ ൌ ݃ሺݔሻ is a differentiable function whose range is an interval ܫ and ݂ is continuous on ܫ, 

then ݂൫݃ሺݔሻ൯݃ᇱሺݔሻ݀ݔ ൌ  .ݑሻ݀ݑሺ݂

The substitution rule for definite integrals: 

If  ݃′  is  continuous  on  ሾܽ, ܾሿ  and  ݂  is  continuous  on  the  range  of  ݑ ൌ ݃ሺݔሻ,  then 

 ݂൫݃ሺݔሻ൯݃ᇱሺݔሻ݀ݔ

 ൌ  ݂ሺݑሻ

ሺሻ
ሺሻ  .ݑ݀

Integrals of symmetric functions: 

  If ݂ is even ሾ݂ሺെݔሻ ൌ ݂ሺݔሻሿ, then  ݂ሺݔሻ݀ݔ

ି ൌ 2 ݂ሺݔሻ݀ݔ


  (symmetric in ݔ ൌ 0). 

  If ݂ is odd ሾ݂ሺെݔሻ ൌ െ݂ሺݔሻሿ, the n ݂ሺݔሻ݀ݔ

ି ൌ 0 (symmetric in ݕ ൌ 0). 
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Chapter	7:	Techniques	of	integration	

§7.1:	Integration	by	parts	(p.	453)	
Integration by parts: 

   ݂ሺݔሻ݃ᇱሺݔሻ݀ݔ

 ൌ ሾ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻሿ െ  ݃ሺݔሻ݂ᇱሺݔሻ݀ݔ


  or  ݒ݀	ݑ ൌ ݒݑ െ   ݑ݀	ݒ

§7.5:	Strategy	for	integration	(p.	483)	
1. Manipulate/simplify integrand 

2. Substitution 

3. Integration by parts 

§7.6:	Integration	using	tables	and	CAS	(p.	489)	
Tables: 

  See: reference pages 7‐10. 

§7.8:	Improper	integrals	(p.	508)	
I: Infinite intervals: 

  If  ݂ሺݔሻ
௧
  exists for every number ݐ  ܽ, then  ݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ
 ൌ lim௧→ஶ  ݂ሺݔሻ݀ݔ

௧
 . 

  If  ݂ሺݔሻ

௧  exists for every  number ݐ  ܾ, then  ݂ሺݔሻ݀ݔ


ିஶ ൌ lim௧→ିஶ  ݂ሺݔሻ݀ݔ


௧ . 

  The above integrals are convergent if their limit exists and divergent if it does not. 

  
ଵ

௫ು
ݔ݀

ஶ
ଵ  is convergent if   1 and divergent if   1. 

If both  ݂ሺݔሻ݀ݔ
ஶ
  and   ݂ሺݔሻ݀ݔ


ିஶ  are convergent (see: above), then 

  ݂ሺݔሻ݀ݔ
ஶ
ିஶ ൌ  ݂ሺݔሻ݀ݔ


ିஶ   ݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ
 . 

II: Discontinuous integrands 

The  “vertical  version” of  Type  I  Improper  integrals. Rather  than having  an  infinite  interval 

(and thus a horizontal asymptote), Type II Improper integrals feature a vertical asymptote. 

If ݂ is continuous on ሾܽ, ܾۧ and discontinuous at ܾ, then  ݂ሺݔሻ݀ݔ

 ൌ lim௧→ష  ݂ሺݔሻ݀ݔ

௧
 . 

If ݂ is continuous on ܽۦ, ܾሿ and discontinuous at ܽ, then  ݂ሺݔሻ݀ݔ

 ൌ lim௧→శ  ݂ሺݔሻ݀ݔ


௧ . 

This integral is convergent if the limit exists and divergent if it does not. 

If  ݂  has  a  discontinuity  at  ܿ,  where  ܽ ൏ ܿ ൏ ܾ,  and  both   ݂ሺݔሻ݀ݔ

   and   ݂ሺݔሻ݀ݔ


   are 

convergent (see: above), then  ݂ሺݔሻ݀ݔ

 ൌ  ݂ሺݔሻ݀ݔ


   ݂ሺݔሻ݀ݔ


 . 

Comparing improper integrals 

  Suppose continuous functions ݂ሺݔሻ and ݃ሺݔሻ with ݂ሺݔሻ  ݃ሺݔሻ  0 for ݔ  ܽ. 

    If  ݂ሺݔሻ݀ݔ
ஶ
  is convergent, then  ݃ሺݔሻ݀ݔ

ஶ
  is too. 

    If  ݃ሺݔሻ݀ݔ
ஶ
  is divergent, then  ݂ሺݔሻ݀ݔ

ஶ
  is too. 
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Chapter	9:	Differential	equations	

§9.1:	Modeling	with	differential	equations	(p.	567)	
Definition: 

In general, a differential equation is an equation that contains an unknown function and one 

or more  of  its  derivatives.  The  order  of  a  differential  function  is  the  order  of  the  highest 

derivative that occurs in the equation. 

§9.3:	Separable	equations	(p.	580)	
Separable equations: 

Can  be  written  as 
ௗ௬

ௗ௫
ൌ ݃ሺݔሻ݂ሺݕሻ,  which  equals  to 

ௗ௬

ௗ௫
ൌ

ሺ௫ሻ

ሺ௫ሻ
,  where  ݄ሺݔሻ ൌ

ଵ

ሺ௫ሻ
  and 

݂ሺݔሻ ് 0. That gives ݀ݔ	݃ሺݔሻ ൌ  ሻ, which givesݕሺ݄	ݕ݀ ݄ሺݕሻ݀ݕ ൌ  ݃ሺݔሻ݀ݔ. 

§9.5:	Linear	equations	(p.	602)	
Solving linear equations: 

  To solve ݕᇱ  ܲሺݔሻݕ ൌ ܳሺݔሻ, multiply both sides with ܫ ൌ ݁ ሺ௫ሻௗ௫ and integrate both sides. 

Appendix	H:	Complex	Numbers	(p.	A‐57)	
Axes: 

  Im(aginary) on y‐axis, Re(al) on x‐axis. 

Conjugates: 

  ܽ  in the Re(al) axis, so ݖ is the reflection of ̅ݖ  ܾଓ	തതതതതതതതത ൌ ܽ െ ܾ݅. 
  Properties, see: page A‐58. 

Modulus / Absolute value: 

  |ݖ| ൌ √ܽଶ  ܾଶ, denotes distance to origin. 

Polar form: 

  ܽ  ܾ݅ can be written as ݖ ൌ ߠݏሺܿݎ  ݎ ሻ, whereߠ݊݅ݏ	݅ ൌ ߠ݊ܽݐ and |ݖ| ൌ



. 

De Moivre’s Theorem: 

  ݖ ൌ ൫ݎሺܿߠݏ  ሻ൯ߠ݊݅ݏ	݅

ൌ ሻߠሺcosሺ݊ݎ ൌ ݅ sinሺ݊ߠሻሻ 

Roots: 

  ݓ ൌ ݎ
ଵ ൗ ቀcos ቀ

ఏା∙ଶగ


ቁ  ݅ sin ቀ

ఏା∙ଶగ


ቁቁ, where ݇ ൌ 0,1,2, … , ݊ െ 1. 

  Angle between roots ߶ ൌ
ଶగ


 is constant for a given number of roots. 

Complex exponentials / Euler’s formula: 

  ݁௬ ൌ cos ݕ  ݅ sin  ݕ
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Chapter	17:	Second‐order	differential	equations	

§17.1:	Second‐order	linear	equations	(p.	1111)	
General solution to homogeneous linear equations: 

  ሻݔሺݕ ൌ ܿଵݕଵሺݔሻ  ܿଶݕଶሺݔሻ 

Auxiliary /characteristic equation: 

  ଶݎܽ  ݎܾ  ܿ ൌ 0 
  If ܦ  0, roots are real and distinct, general solution given by ݕ ൌ ܿଵ݁భ௫  ܿଶ݁మ௫. 
  If ܦ ൌ 0, roots are real and equal, general solution given by ݕ ൌ ܿଵ݁௫  ܿଶ݁௫. 
  If ܦ ൏ 0, roots are complex numbers ݎଵ ൌ ߙ  ଶݎ and ߚ݅ ൌ ߙ െ   general solution given by ,ߚ݅

ݕ ൌ ݁ఈ௫ሺܿଵ cosሺݔߚሻ  ܿଶ sinሺݔߚሻሻ. 

Initial value problem: 

  Solved by ݕሺݔሻ ൌ ሻݔᇱሺݕ  andݕ ൌ ሻݔଵ. Solution exists and is unique (if ܲሺݕ ് 0). 

Boundary value problem: 

  Solved by ݕሺݔሻ ൌ ଵሻݔሺݕ  andݕ ൌ  .ଵ. Solution does not necessarily existݕ

§17.2:	Nonhomogeneous	linear	equations	(p.	1117)	
General solution to nonhomogeneous linear equations: 

ሻݔሺݕ ൌ ሻݔሺݕ  ሻݔሺݕ ሻ, in whichݔሺݕ ൌ ᇱᇱݕܽ  ᇱݕܾ  ݕܿ ൌ   ሻ (particular solution) andݔሺܩ

ሻݔሺݕ ൌ ᇱᇱݕܽ  ᇱݕܾ  ݕܿ ൌ 0	 (complementary solution, see: §17.1). 

Method of undermined coefficients: 

1. Get complementary solution by solving auxiliary equation. 

2. Substitute ܩሺݔሻ by another formula, based on the following standard ‘guesses’:” 

  ሻݔሺܩ     Substitute by 

  (polynominal)ݔ ܽݔ  ܽሺିଵሻݔିଵ  ⋯ ܽଶݔଶ  ܽଵݔ  ܽ 

݁ఓ௫        ఓ௫݁ܣ
sinሺݔߤሻ or cosሺݔߤሻ  ܣ sinሺݔߤሻ  ܤ cosሺݔߤሻ 
ݔ cosሺݔߤሻ    ሺݔܣ  ሻܤ cosሺݔߤሻ  ሺݔܥ  ሻܦ sinሺݔߤሻ 
௫݁ݔ  cosሺݔߤሻ    ሺݔܣ  ሻ݁௫ܤ  ܥ cosሺݔߤሻ  ܦ sinሺݔߤሻ 
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Chapter	11:	Infinite	sequences	and	series	

§11.1:	Sequences	(p.	675)	
Convergence / divergence: 

A sequences ሼܽሽ converges if the limit lim→ஶ ܽ ൌ  exists, and diverges if the limit does ܮ

not exist. 

A sequence ሼݎሽ is convergent െ1 ൏ ݎ  1 and divergent for other ݎ. 
Every bounded (see: below) and monotonic (either increasing or decreasing) is convergent. 

Limits: 

A sequence ሼܽሽ has a limit if for every ߳  0, there is an integer ܰ such that if ݊  ܰ, then 
|ܽ െ |ܮ ൏ ߳. 
Limit laws, see: page 678. 

Keep in mind: ݁ is defined as ݁ ൌ lim୬→ஶ ቀ1 
ଵ


ቁ

	. 

Squeeze Theorem: 

If a sequence  is  ‘squeezed’ by two other sequences that have a  limit  lim→ஶ ൌ  then the ,ܮ
mentioned  sequence  also  has  that  limit.  (If  ܽ  ܾ  ܿ  for  ݊  ݊  and  lim→ஶ ܽ ൌ
lim→ஶ ܿ ൌ then lim→ஶ ,ܮ ܾ ൌ  (.ܮ

Bounds: 

A sequence is bounded above when it has an ‘upper asymptote’, i.e. there is an ܯ such that 

ܽ   ܯ for all ݊  1. A  sequence  is bounded below when  it has a  ‘lower asymptote’,  i.e. 

there  is an ݉ such that ݉  ܽ  for all ݊  1. A sequence  is bounded  if  it  is bounded both 
below and above. 

§11.2:	Series	(p.	687)	
Series: 

  A series is denoted by ∑ܽ. 

Convergence / divergence: 

A  series  is  convergent  if  there exists  a  limit ∑ ܽ
ஶ
ୀଵ 	ൌ  ݏ (limit of  the  sequence of partial 

sums), where ݏ is a real number and denotes the sum of the series. If the limit does not exist, 

the series is divergent. 

If the series ∑ ܽ
ஶ
ୀଵ  is convergent, then lim→ஶ ܽ ൌ 0. (NOT reversible!) 

If limሺ→ஶሻ ܽ does not exist or is unequal to 0, then the series ∑ ܽ
ஶ
ୀଵ is divergent. 

 Divergence test: 

If  lim→ஶ ܽ does not exist or exists and  is not equal  to  zero, ∑ ܽ
ஶ
ୀଵ  diverges.  If 

lim→ஶ ܽ ൌ 0, ∑ ܽ
ஶ
ୀଵ  might converge. 

Geometric series: 

  ܽ  ݎܽ  ଶݎܽ  ⋯ ିଵݎܽ  ⋯ ൌ ∑ ିଵஶݎܽ
ୀଵ , where ܽ ് 0. 

  Convergent if |ݎ| ൏ 1, with ∑ ିଵݎܽ ൌ


ଵି
ஶ
ୀଵ  (and |ݎ| ൏ 1). 

Harmonic series: 

  ∑ ଵ


ஶ
ୀଵ ൌ 1 

ଵ

ଶ


ଵ

ଷ


ଵ

ସ
 ⋯ 

  Always divergent. 
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Telescopic series: 

  ∑ ଵ

ሺାଵሻ
ஶ
ୀଵ ൌ ∑ ଵ


െ

ଵ

ାଵ
ஶ
ୀଵ  

  For ݊ → ∞, the series converges to 1 (lim→ஶ ∑
ଵ


െ

ଵ

ାଵ
ஶ
ୀଵ ൌ 1). 

P‐series: 

  Similar to p‐test for integrals. 

∑ ଵ


ஶ
ୀଵ  converges for   1. 

§11.6:	Absolute	convergence	and	the	Ratio	and	Root	Tests	(p.	714)	
Absolute convergence: 

A series is absolutely convergent if ∑ |ܽ|
ஶ
ୀଵ  converges. 

Ratio test: 

  Consider lim→ஶ ቚ
శభ


ቚ ൌ   .ܮ

    If ܮ ൏ 1, the series is absolutely convergent. 
    If ܮ  1 or ܮ ൌ ∞, the series is divergent. 

    If ܮ ൌ 1, the ratio test is inconclusive. (So, use another test!) 

§11.8:	Power	series	(p.	723)	
Power series: 

With a power series,  it’s possible to approximate a function by a  (finite) series and has the 

following form: 

∑ ܿሺݔ െ ܽሻஶ
ୀ ൌ ܿ  ܿଵݔ  ܿଶݔଶ  ⋯, which is a power series centered around ܽ 

(also known as: a power series about ܽ.) 

The power series  is quite similar to the geometric series. Note, however, that where ܽ (the 
coefficient) in the geometric series is a constant, ܿ (also the coefficients) in the power series 
are variables. 

Convergence / divergence: 

It is  impossible to state whether a general power series  is convergent or divergent, as there 

are two dependencies. 

In general, there are three possibilities for a certain power series ∑ ܿሺݔ െ ܽሻஶ
ୀ . 

1. The series only converges for ݔ ൌ ܽ. 
2. The series converges for all ݔ. 
3. The series converges for some ݔ such that |ݔ െ ܽ| ൏ ܴ,  in which ܴ  is the radius 

of  convergence.  The  interval  of  convergence  is  then  ܽ െ ܴ ൏ ݔ ൏ ܽ  ܴ  (so, 
depending  on  bounds,  ሺܽ െ ܴ, ܽ  ܴሻ,  ሾܽ െ ܴ, ܽ  ܴሻ,  ሺܽ െ ܴ, ܽ  ܴሿ  or 

ሾܽ െ ܴ, ܽ  ܴሿ). (Graphical representation on page 725). 
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§11.9:	Representations	of	functions	as	power	series	(p.	728)	
As said, power series (or geometric series) can be used to represent functions.  

Differentation / integration: 

Power series with ܴ  0 can be differentiated and  integrated, but one has to do that term‐

by‐term. 

When  a  series  is  integrated,  the  integration  constant ܥ  follows  from ݔ ൌ 0  in  the original 
function. 

Radius of convergence: 

The radius of convergence of a series is equal to the radius of convergence of the derivative 

or integral of that series. 

§11.10:	Taylor	&	Maclaurin	series	(p.	734)	
As  said,  power  series  can  be  used  to  represent  functions.  In  §11.9,  geometric  series  (constant 

coefficient) were  used:  the difficulty with  power  series  are  the  variable  coefficients.  They  can  be 

found by putting ݔ ൌ ܽ  (݂ሺܽሻ ൌ ܿ)  for  the  first coefficient, and differentiation  for  the  succeeding 
coefficients (݂ᇱሺܽሻ ൌ ܿଵ). In general: 

  ܿ ൌ
ሺሻሺሻ

!
, which gives ∑ ܿሺݔ െ ܽሻஶ

ୀ ൌ ∑ ሺሻሺሻ

!
	ሺݔ െ ܽሻஶ

ୀ . 

Thus, íf a function can be represented by a power series, that series is of the form given above. It is 

called a Taylor series centered around ܽ. If ܽ ൌ 0, the series is a Maclaurin series. 

Taylor series: 

  ∑ ሺሻሺሻ

!
ሺݔ െ ܽሻஶ

ୀ ൌ ݂ሺܽሻ 
ᇲሺሻ

ଵ!
ሺݔ െ ܽሻ 

ᇲᇲሺሻ

ଶ!
ሺݔ െ ܽሻଶ 

ሺయሻሺሻ

ଷ!
ሺݔ െ ܽሻଷ ⋯ 

Maclaurin series: 

  ∑ ሺሻሺሻ

!
ݔ ൌ ݂ሺ0ሻ 

ᇲሺሻ

ଵ!
ݔ 

ᇲᇲሺሻ

ଶ!
ଶݔ 

ሺయሻሺሻ

ଷ!
ଷݔ  ⋯ஶ

ୀ   

Finite : 

  ܶሺݔሻ ൌ ∑ ሺೖሻሺሻ

!
ሺݔ െ ܽሻ

ୀ  is the ݊th‐order Taylor polynomial, with lim→ஶ ܶሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ. 

  The remainder is defined as ܴሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ ܶሺݔሻ, with lim→ஶ ܴሺݔሻ ൌ 0. 

Taylor’s inequality: 

If ห݂ሺାଵሻሺݔሻห  ݔ| for (i.e. bounded) ܯ െ ܽ| ൏ ݀, then  it  is possible to bound ܴሺݔሻ of the 
Taylor Series: 

    |ܴሺݔሻ| 
ெ

ሺାଵሻ!
ሺݔ െ ܽሻାଵ for |ݔ െ ܽ| ൏ ݀. 

Binomial coefficient and series: 

  The binomial coefficient is 
!

!ሺିሻ!
 and is (also) denoted by ቀ݇

݊
ቁ. 

Binomial series: 

∑ ቀ݇
݊
ቁ ݔ ൌ ∑ !

!ሺିሻ!
ݔ ൌ ሺ1  ሻஶݔ

ୀ
ஶ
ୀ  for ݇ ∋ Թ and |ݔ| ൏ 1 
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Important Maclaurin series and their ࡾ: 

1
1 െ ݔ

ൌ ݔ ൌ 1  ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ⋯

ஶ

ୀ

, ܴ ൌ 1 

݁௫ ൌ 
ݔ

݊!

ஶ

ୀ

ൌ 1 
ݔ
1!

ଶݔ

2!

ଷݔ

3!
 ⋯ , ܴ ൌ ∞ 

sinሺݔሻ ൌ  ሺെ1ሻ
ஶ

ሺୀሻ

ଶାଵݔ

ሺ2݊  1ሻ!
ൌ ݔ െ

ଷݔ

3!

ହݔ

5!
െ
ݔ

7!
 ⋯ , ܴ ൌ ∞ 

cosሺݔሻ ൌ  ሺെ1ሻ
ஶ

ሺୀሻ

ଶݔ

ሺ2݊ሻ!
ൌ ݔ െ

ଶݔ

2!

ସݔ

4!
െ
ݔ

6!
 ⋯ , ܴ ൌ ∞ 

tanିଵሺݔሻ ൌ  ሺെ1ሻ
ஶ

ሺୀሻ

ଶାଵݔ

2݊  1
ൌ ݔ െ

ଷݔ

3

ହݔ

5
െ
ݔ

7
 ⋯ ,ܴ ൌ 1 

ሺ1  ሻݔ ൌ  ቀ݇
݊
ቁ ݔ

ஶ

ୀ

ൌ 
݇!

݊! ሺ݇ െ ݊ሻ!
ݔ ൌ

ஶ

ୀ

1  ݔ݇ 
݇ሺ݇ െ 1ሻ

2!
ଶݔ 

݇ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻ

3!
 ଷݔ

		⋯ , ܴ ൌ 1 
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Chapter	13:	Vector	functions	

§13.1:	Vector	functions	and	space	curves	(p.	817)	
Vector(‐valued) functions: 

  Domain: set of real numbers. 

  Range: set of vectors. 

Component functions: 

The component functions are the (three,  in this chapter) functions from which the vector  is 

built up: 

    ሻݐሺ࢘ ൌ 〈݂ሺݐሻ, ݃ሺݐሻ, ݄ሺݐሻ〉 ൌ ݂ሺݐሻ  ݃ሺݐሻ  ݄ሺݐሻ 

Limits / continuity: 

By evaluating the  limits of the component functions, the  limit of the vector function can be 

found. If lim௧→ ሻݐሺ࢘ ൌ  .ܽ ሺܽሻ, the vector function is continuous at࢘

Space curves: 

The set of all points described by the parametric equations of that set (i.e., the set of points 

described by ݔ ൌ ݂ሺݐሻ, ݕ ൌ ݃ሺݐሻ and ݖ ൌ ݄ሺݐሻ) through a certain interval is a space curve. 

The  vector  function  of  the  parametric  equations  (i.e.  ሻݐሺ࢘ ൌ ݂ሺݐሻ  ݃ሺݐሻ  ݄ሺݐሻ)  gives 
the position along the space curve at a certain ݐ. (Remember (2D) Lissajous‐curves from high 

school.) 

§13.2:	Derivatives	and	integrals	of	vector	functions	(p.	824)	
Derivative: 

The derivative of a vector  function  is given by the vector  function of the derivatives of  the 

component functions of the original vector function: 

   ሻݐᇱሺ࢘ ൌ ݂ᇱሺݐሻ  ݃ᇱሺݐሻ  ݄ᇱሺݐሻ 
Dividing this tangent vector ࢘′ሺݐሻ by its length gives the unit tangent vector: 

   ሻݐሺࢀ ൌ
ᇲሺ௧ሻ࢘

|ᇲሺ௧ሻ࢘|
 

The angle between two space curves at a certain point is equal to the angle between the two 

tangents of these space curves at that point. 

Differentiation rules: 

1. 
ௗ

ௗ௧
ሾ࢛ሺݐሻ  ሻሿݐሺ࢜ ൌ ሻݐᇱሺ࢛   ሻݐሺ′࢜     (addition) 

2. 
ௗ

ௗ௧
ሾ࢛ܿሺݐሻሿ ൌ   ሻݐሺ′࢛ܿ       (scalar multiplication) 

3. 
ௗ

ௗ௧
ሾ݂ሺݐሻ࢛ሺݐሻሿ ൌ ݂ᇱሺݐሻ࢛ሺݐሻ  ݂ሺݐሻ࢛′ሺݐሻ    (product rule) 

4. 
ௗ

ௗ௧
ሾ࢛ሺݐሻ ∙ ሻሿݐሺ࢜ ൌ ሻݐᇱሺ࢛ ∙ ሻݐሺ࢜  ሻݐሺ࢛ ∙  ሻݐሺ′࢜ (product rule, dot product) 

5. 
ௗ

ௗ௧
ሾ࢛ሺݐሻ ൈ ሻሿݐሺ࢜ ൌ ሻݐᇱሺ࢛ ൈ ሻݐሺ࢜  ሻݐሺ࢛ ൈ  ሻݐሺ′࢜ (product rule, cross product) 

6. 
ௗ

ௗ௧
ሻ൯ݐ൫݂ሺ࢛ൣ ൌ ݂ᇱሺݐሻ࢛ᇱ൫݂ሺݐሻ൯൧      (chain rule) 
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Integrals: 

The  integral  of  a  vector  function  is  given  by  the  vector  function  of  the  integrals  of  the 

component functions of the original vector function: 

     ݐሻ݀ݐሺ࢘ ൌ ቀ ݂ሺݐሻ݀ݐ

 ቁ   ቀ ݃ሺݐሻ݀ݐ


 ቁ   ቀ ݄ሺݐሻ݀ݐ


 ቁ 


  

  which gives: 

     ݐሻ݀ݐሺ࢘ ൌ ሻሿݐሺࡾ

 


ൌ ሺܾሻࡾ െ  	ሺܽሻࡾ

§13.3:	Arc	length	(p.	830)	
Arc length: 

The arc  length of a plane or space curve  is defined as the summation of the  lengths of the 

inscribed polygons (see: graphic §13.3, figure 1): 

  ܮ ൌ  |ሻݐᇱሺ࢘|

 ݐ݀	 ൌ  ඥሾ݂ᇱሺݐሻሿଶ  ሾ݃ᇱሺݐሻሿଶ  ሾ݄ᇱሺݐሻሿଶ


  ݐ݀	

Parametrizations: 

Different  formulas  that  represent  the same curve are called parametrizations  (of  the curve 

they represent). 

When  (re)parametrizating a curve with respect to arc  length  (i.e.,  instead of having a time‐

variable, there is a length‐variable), the arc length function ݏ comes into play: 

  ݏ ൌ ሻݐሺݏ ൌ  |ሻݑᇱሺ࢘|
௧
  ݑ݀	

Furthermore, 
ௗ௦

ௗ௧
ൌ  .|ሻݐሺ′࢘|

Normal and binormal vectors: 

  Principal unit normal / unit normal: 

    ሻݐሺࡺ ൌ
ᇲሺ௧ሻࢀ

|ᇲሺ௧ሻࢀ|
(with ࢀሺݐሻ ൌ

ᇲሺ௧ሻ࢘

|ᇲሺ௧ሻ࢘|
, §13.1) 

  Binormal vector, which is perpendicular to both ࢀ and ࡺ and is a unit vector: 
    ሻݐሺ ൌ ሻݐሺࡺ ൈ  ሻݐሺࢀ

Normal and osculating plane: 

  The plane determined by  and ࡺ at a point ܲ on a curve ܥ is called the normal plane of ܥ at 
ܲ. The plane determined by ࢀ and ࡺ is the osculating plane of ܥ at ܲ. 
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§14.2:	Limits	and	continuity	(p	870)	
Limits: 

Let ݂ሺݔ,  ሻ be aݕ function defined on a domain ܦ  that  includes points arbitrarily close  to a 
point ሺܽ, ܾሻ. Then the limit of ݂ሺݔ, ,ݔሻ as a point ሺݕ ,ሻ approaches ሺܽݕ ܾሻ is ܮ: 

    limሺ௫,௬ሻ→ሺ,ሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  ܮ

The  limit   ܮ exists  if  for  all  ߳  0,  there  exists  a  ߜ  0  such  that  |݂ሺݔ, ሻݕ െ |ܮ ൏ ߳ when 

ඥሺݔ െ ܽሻଶ  ሺݕ െ ܾሻଶ ൏ ,ݔfor ሺ ߜ ሻݕ ∈  (.See: pp. 871‐872) .ܦ
|݂ሺݔ, ሻݕ െ ܮ and ݖ is the distance between |ܮ ൌ ݂ሺܽ, ܾሻ. 

ඥሺݔ െ ܽሻଶ  ሺݕ െ ܾሻଶ is the distance between the points ሺݔ, ,ሻ and ሺܽݕ ܾሻ. 

The  above definition holds  for  any way  ሺܽ, ܾሻ  is  approached  (see: p. 871,  figure 3).  If  the 
limits found for two different paths are not equal, the limit does not exist. 

To check all paths,  look at the numerator ݔఈݕఉ. When ߙ ൌ 1 and ߚ  1, substitute ݔ ൌ ఉݕ  
and ݕ ൌ  ,and find the limit. If these are equal, the limit might exist. If not (and vice versa) ݔ݉

it does not exist. If it might exist, let ߳  0 and find ߜ  0 such that |݂ሺݔ, ሻݕ െ |ܮ ൏ ߳. Then 
express ߜ in ߳, and check. 

Continuity: 

  ݖ ൌ ݂ሺݔ, ,ሻ is continuous at a point ሺܽݕ ܾሻ if limሺ௫,௬ሻ→ሺ,ሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݂ሺܽ, ܾሻ ൌ  .ܮ

  ݖ ൌ ݂ሺݔ, ,if it is continuous at every point ሺܽ ܦ ሻ is continuous on domainݕ ܾሻ ∈  .ܦ
In normal words, this means that if ሺܽ, ܾሻ changes by a small amount, ሺݔ,  ሻ has to change byݕ
the same small amount (i.e. there are no holes/jumps/gaps in the graph). 

All polynomials are continuous on Թଶ. 

§14.3:	Partial	derivatives	(p.	878)	
Partial derivatives: 

When the change in one variable of a multi‐variable function is calculated, when keeping the 

other(s) constant, it is a partial derivative: 

   ௫݂ሺܽ, ܾሻ ൌ ݃′ሺܽሻ where ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔ, ܾሻ with ܾ constant. 

   ௬݂ሺܽ, ܾሻ ൌ ݃′ሺܾሻ where ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺܽ,  .ሻ with ܽ constantݕ

(Other notations, see: page 880.) 

Following  from  the  definition  above,  partial  derivatives  are  calculated  by  taking  the 

derivative  with  respect  to  the  indicated  variable,  and  treating  the  other  variable(s)  as  a 

constant. Mind: when taking a variable as a constant, its derivative is zero. 

Geometrically, partial derivatives can be interpreted as the slopes of the tangents to ܥଵ and 
 ଶ, whichܥ are  planes  through  the  surface  ܵ  described  by  ݂ሺݔ,  ሻ whenݕ ݕ ൌ ܾ  or  ݔ ൌ ܽ, 
respectively. (See: page 881, figure 1 and page 882, figures 4 and 5.) 

Partial derivatives are defined by limits (as are normal derivatives): 

   ௫݂ሺݔ, ሻݕ ൌ lim→
ሺ௫ା,௬ሻିሺ௫,௬ሻ


 

    ௬݂ሺݔ, ሻݕ ൌ lim→
ሺ௫,௬ାሻିሺ௫,௬ሻ
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Higher‐order partial derivatives and Clairaut’s theorem: 

  Second partial derivatives are calculated by taking the derivative of a partial derivative: 

    ሺ ௫݂ሻ௫. 
The second partial derivative of  ௫݂ with respect to ݕ is equal to the second partial derivative 
of  ௬݂ with respect to ݔ (i.e.  ௫݂௬ሺܽ, ܾሻ ൌ ௬݂௫ሺܽ, ܾሻ) as long as both functions are continuous on 

the disk containing the point ሺܽ, ܾሻ. The same goes for higher‐order partial derivatives (e.g. 

௫݂௬௭ ൌ ௬݂௭௫ ൌ ௭݂௫௬). Proven by Clairaut’s theorem. 

Partial differential equations: 

  Laplace’s equation: 

   
డమ௨

డ௫మ


డమ௨

డ௬మ
ൌ 0, produces harmonic functions (fluid flow, heat conduction, etc.). 

  Wave equation: 

   
డమ௨

డమ௧
ൌ ܽଶ

డమ௨

డ௫మ
, describes waveforms. 

§14.4:	Tangent	planes	and	linear	approximations	(p.	892)	
Linear approximations: 

In 1D, the tangent (line) of ݕ ൌ ݂ሺݔሻ is given by ݕ ൌ ݂ሺܽሻ  ݂ᇱሺܽሻሺݔ െ ܽሻ, which is known as 
the linearization ܮሺݔሻ. 

  In 2D, the tangent (plane) of ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݖ ሻ is given byݕ ൌ ݂ሺܽ, ܾሻ  ௫݂ሺܽ, ܾሻሺݔ െ ܽሻ  

௬݂ሺܽ, ܾሻሺݕ െ ܾሻ, which is also known as the linearization ܮሺݔ,  .ሻݕ

Note that the linearizations comprise the first few terms of the Taylor Series (§11.10). 

Increments and differentials: 

In  1D,  the  increment  Δݕ  is  given  by  Δݕ ൌ ݂ሺܽ  Δݔሻ െ ݂  (change  along  the  curve).  The 
differential ݀ݕ is given by ݀ݕ ൌ ݂ᇱሺݔሻ݀ݔ (change along tangent line of the curve). 

In  2D,  the  increment  Δݖ  is  given  by  Δݖ ൌ ݂ሺܽ  Δݔ, ܾ  Δݕሻ െ ݂ሺܽ, ܾሻ  (change  along  the 
surface). The differential ݀ݖ is given by ݀ݖ ൌ ௫݂ሺܽ, ܾሻ݀ݔ  ௬݂ሺܽ, ܾሻ݀ݕ (change along tangent 

plane of the surface). 

Differentiability: 

  A function ݂ሺݔ, ,ሻ is differentiable at ሺܽݕ ܾሻ if Δݖ can be expressed as Δݖ ൌ ௫݂ሺܽ, ܾሻΔݔ  

௬݂ሺܽ, ܾሻΔݕ  ߳ଵΔݔ  ߳ଶΔݕ where ߳ଵ, ߳ଶ → 0 as ሺܽ, ܾሻ → ሺ0,0ሻ. 

If the partial derivatives  ௫݂ , ௬݂ exist near ሺܽ, ܾሻ and are continuous at ሺܽ, ܾሻ, then ݂ሺݔ,  ሻݕ is 

differentiable (at ሺܽ, ܾሻ). 


